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概要
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初歩の微分積分学で修得する幾つかの平均値定理の中で必ず出て来る
のはLagrangeの平均値定理：
飯の関数/：〃→ノ(麺)が閉区間{α’6}で連続，開区間(α’6)で微分可能で
あれば
/(6)－ル)＝(６－α)/'(c)'"ｉｔﾉﾙα＜ｃ＜６
をみたす実数ｃが存在する。
である。また，積分の平均値定理(秋分の第１平均値定理)：
関数ル)が閉区間Iα,６１で連続ならば
ノ(‘ﾉ(加=(‘-｡)ﾉ(州Ｉ‘"<繊<‘
1７
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をみたす実数ｃが存在する。
等の積分の平均値定理もあるが本質は同じである。と云うのも，Ｆ(z)を
/(z)の不定積分とすれば，この定理は
A’ﾙ)d鯉=F(6)-F(｡)=(‘-｡)F'(c)=(b-｡)'(c)"髄血｡<c<‘
となり，上記Lagrangeの定理に帰着するからである。このLagrangeの
定理には次の一般化‘1泊ylor展開がある(1):ノ(z)ＥＣ"{α’6}であれば
川)‐言半(‘－．１‘+向か〃－１州“
＝言半(‘－．W織烏(‘-．州-｡…
ノo７．１≦ｍ≦犯,α＜ﾖｆ＜b
ここで，右辺第２行目の第２項はRoche-Schl6milchの剰余項，ｍ＝1,72
のときは，それぞれCauchy，Lagrangeの剰余項と呼ばれている。右辺第
１行目は積分型の'Ibwlor展開と呼ばれている。
この平均値定理を複素関数に一般化することを考えると，
「…，函数値がベクトル値(複素数の場合も)には，もはやそのままでは
成立しないからである。…」｛11p､192,
「注意微積分における平均値の定理はそのままの形では成立しない。た
とえば/(z)＝e祁患とするとき
ノ(1)一ノ(0)＝ｅｍ－１＝7rje両i８（0＜８＜1）
が成立しない。左辺と右辺の絶対値が，それぞれ2,7Tとなって合わない｡」
Ｉ２ｌｐ５０
が障害となるが，次の積分型の平均値定理は成り立つ。
定理１（複素関数の平均値定理）
ｚｌ,ｚ２ＥＣ,滑らかな経路ｚ＝z(t)，ｚ(0)＝z,，ｚ(1)＝z2として，解析関
数ル)は経路z(t),０≦ｔ≦１の近傍で正則とすると，
ノ(z2)-ｊ(墓!)=ｌ１ル(#ﾙ'(‘)“
特に，Ｚ(t)をZlとZ2を結ぶ線分Z(t)＝Z,十t(Z2-Z,)とすると，
ノ(麺)-/(曇!)=(星図-蔓!)Ａ１昨!十‘(麺-塁,)｡‘
である。
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証明
微分積分学の基本定理と職分変数の変換により
ノ(麺)-ﾙ!)‐ﾉ(f雲ﾙﾙ
ﾉｰ『ﾙ(')川I
を得る。特にz(/)＝z,＋I'(z2-z,)とすると，ｚ'(i)＝z2-zlであるので
定理を得る。□
系１（能代清1906-1977の平均値定理1211坪19,5()）
開円盤、でル)が正則ならば，α,βＥＤのとき
ノ(β)一ノ(､)＝(β一α){呪ﾉ'(γ,)＋心ﾉﾉ(弛)｝
を満たすγ,､池がαとβとを結ぶ線分上にある。
に対しても次の別証明を得る。
別証明
定理ｌより
ノ(β)-ﾉ(")＝(β-α)Ｉ!ﾉ'(‘1十!(β2-｡！)《〃
＝(β-“)ﾙｌｗＭ(βh-.,))+１Ｍ.1+'(βｶｰ｡!))}‘’
＝（β－，){町'(７，)＋isﾉ'(７２)}(〃
ここで妓後の等号では積分の第１平均値定理を使った。□
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